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lkude d’une Equation doublement non IinCaire 
On Ctudie, dam ce paper, les Cquations d’kvolution pnraboliques non linhires, 
du type 
(a/at)(i u Iam2 II) - A,+ f, 
avcc IL 11. ~~ 0 et 21(x, 0) == u&c). 
On montre l’existence et l’unicit& cn un certain sens de solutions positives 
(f > 0; zlO(x) ; 0). On donne, aussi, quelques rtsultots SLIT le comportement de 
I, en fonction des valeurs relatives de p et de LZ. 
Ce papier prolonge certains rkultats de Mignot, que l’auteur remercie 
vivement de sa collaboration, ainsi que Nedelec. 
1. PosITIoN DL~ PR~BL~IE: I?NON& DU RI%X:LTAT 
On se propose de dkmontrer des rksultats d’existence et d’uniciti: dc solution 
pour les tquations paraboliques non lintaires, de la forme 
($3(U)/cYt) -I- .4(u) = f dans Q = Q >< 10, T[, 
oh 52 est un ouvert born6 de R”; 
u(.x, 0) =: uo(x); 
u 0 sur .Z r y IO, T[, 
oh F dtsigne la frontitre de Q. 
(1) h ---L /3(h) cst la fonction 





(2) A(U) est l’opirateur diff&ntiel 
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Notations. 
e(x) ?L (1 ia) 1 h p. (1.6) 
On a l’Cgalit6 de convexitk 
On suppose que V = W:*“(Q) est inch dans L”(Q), soit 
cr<q avec I/q = (l/p) - (l/n). 
On dkfinit l’opkrateur .d de V dans Y’ par 
L’opCrateur & est monotone, et vkrifie le 
LEMME 1. La solution w de 
W(w),4 = (g, 41 vv  E I’, oic 
g ELrn(Q)7 g 2 0, g f  0, 
est une fonction continue, strictement positive dans 9, telle que 
I R [ w(x)]-ydx c CD, v’r, o:,y-Il. 
(1.8) 




On peut dire que (1.12) est “Cquivalent ” 8: la fonction W(X) ne s’annule pas 
dans Q (principe du maximum fort), et la d&i&e normale SW r est strictement 
positive. 
DEFINITION D’UNE SOLUTION. Une fonction u ~Lp(0, T; C’) est solution de 
(1. l), (I .2), et (1.3) si elle vkrifie 
W(u)/4 + 4’(u) = f  dans D”(0, T; V’) (f ELP’(O, T; C”)), (1.13) 
u(0) >= 240 , (1.14) 
d4 TWO, T), z&) =J‘ O(u) dx. (1.15) 
R 
Notons que (1.14) a bien un sens, car u EL~(O, T; V) joint B dfl(u)/dt EL”‘(O, 
T; V’), d’aprts (1.13), entraine que /3(u) E %O(O, T; V’). 
Une solution u est solution forte du problkme si elle vkrifie en plus 
d&u)/dt E L’(0, I’; Ll(Q)). (1.16) 
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Une solution u est limite de solutionsfortes s’il existc une suite u, de solutions 
fortes pour les problemes (aon , fn) telle que 
P(%) --+ PW dans F(O, T;, L1(9)), (1.17) 
avec (uon ,fn) verifiant 
u,,~ est borne dans La(Q); /3(uo7J + p(u,,) dans P(Q); 
.fa - f- 0 dansll(0, T,P(Q)) nLn’(O, T; V’). 
On demontre le 
(1.18) 
THBORSME 1. Sous les hypoth&es 
U() E L,“(Q); ug 3 0; u. E v; (1.19) 
.f  Ez~“(O); f2 0; df/dt E I/(0, T; V’), (1.20) 
Ze probEme (1 .l), (I .2), (1.3) admet une solution u unique limite de solutions 
fortes; elle ve’rifie aussi 
u 2 0; (1.21) 
u EL7-(0, 7’; I’). ( 1.22) 
Remarque. On peut generaliser le theorirme 1 aux equations (I. I), (1.2), ct 
(1.3), oti 
X + /3(X) est une fonction croissante, derivable, sauf pour h -=: 0, au 
voisinage duquel elle est Cquivalente B j X lnm2 X avec 1 < QI < 2. 
A(u) est un operateur differentiel, auquel correspond un operateur, defini 
par (1.9) tel que 
(i) ,d est le sous-differentiel d’une fonctionnelle convexe QA(u) verifiant 
lim (DA(u);;1 u 11;) = f, c > 0. 
,,ully++= 
(1.23) 
(ii) si satisfait les resultats (I. 1 I), (1.12) du lemme 1. 
Les demonstrations pIus d@taillCes des theoremes 1 et 2, ainsi que celies 
des lemmes I et 2 figurent dans [9]. 
2. EXISTENCE D'UNE SOLUTION 
(2.1) 
(2.2) 
Ze probEme (1. I), (1.2), (I .3) admet une solution. 
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Le demonstration de cette proposition utilise les resultats de deux lemmes. 
LEMME 2. Soit v  une fonction ve’ri$ant 
v  EL”(O, T; Y), 
/3(v) E L”‘(0, I‘; La’(Q)) 
dfl(v)/dt E Lg’(0, T; V’), 
+(t) E L’(0, T). 
(a’ d&i&e le conjugue’ de 01), 
(2.3) 
On a V,(t) E Cl(O, T); y(O) = y(T) = 0, 
s 
T 
y(t) ( (dP(v)ldt), v > dt =: ~ 
0 .r 
T  
y'(t) 4t) dt. (2.4) 
0 
Ce lemme qui justifie la formule d’integration par partie (2.4) est demontre 
dans [9], a partir d’une id&e exposee dans [4]. 
LEMME 3. Soit une suite u, de solutions du problhne (1. l), (1.2), (1.3), avec les 
donnies (uon , fi,) telles que 
P(%n) - Pko) duns L&‘(Q) faible, 
fn-ff duns L”‘(0, T; V’) fort; 
(2.5) 
aloes, il existe une suite extvaite u,! telle que 
u,, + u duns L*(O, T; I’) faible, 
P(w) - PW duns CO(O, T, V), 
(2.6) 
ozi u est soiution de (I. l), (1.21, (I .3), pour (ug , f). 
De’monstuation du Lemme 3. 
Estimation a priori. On montre, par les techniques habituelles, quc l’on a, 
sur u, , des estimations independantcs de n 
ii un IIL~~O,T~V~ G c, d’oti l’on tire (2.7) 
1 P(Un)lLa’(O,T;La’(n)) G ‘; 1 dP(G’dt I&,T;“‘) :G c; (2.8) 
II %c%)II W’(O,T) < c. (2.9) 
Extractzon de sow-suite. On peut appliquer le theoreme (12.1) de [3], B la 
suite ,B(u& vCrifiant (24, car la transposke de I’injcction de V dans P(R) est 
aussi compacte. On peut, done, extraire de u,, une sous-suite u,~‘, telle que 
P(%z,) + E dans CO(0, T; I”) et aussi dans L”‘(0, T; L*‘(c:)) faiblc 
d&,,)/dt --j d[!dt dans Lp’(0, 7’; J,“) faible, 
(2.10) 
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et aussi, grace a (2.7) et (2.9) on peut supposer que 
%’ -+ u dans D(O, T; V) faible, 
,r/lr(zq) -+ #I dans D’(0, 7’; V’) faible, 
79(%,) --+ s dans LX(0, I”) faible Ctoile. 
(2.11) 
Passage h Zu Zimite. En utilisant l’inegalite de convexiti: (1.7) et les proprietes 
de convergence (2.10), (2.1 l), on montre successivement que 
[:-P(u) et g zg(u). (2.12) 
Par un raisonnement classique, utilisant la monotonie et l’hemicontinuite 
de I’operateur .d, on obtient 
4 = Jc4. I (2.13) 
Dkmonstration de la proposition 1. L’application a l’equation (1. l), (1.2), (1.3) 
des resultats gCnCraux dCmontrCs dans [4, 51, permet d’obtenir l’existence d’une 
solution u pour des donnees (ua , f) flrifiant 
UilE v, (2.14) 
f~Lp’(0, T; V’), df/dt EL~‘(O, T; V’). (2.15) 
Pour (uO ,f) verifiant uniquement (2.1), on construit une suite (uO,( , fiJ qui 
verifie (2.14), (2.15), et qui converge vers (ua ,f) au sens de (2.5). Le lemme 3 
permet, alors, de conclure a l’existence d’une solution u pour (us ,f). 1 
Enoncons quelques proprietes des solutions dans des cas particuliers. 
Comportement asymptotique d’une solution dans le cas f  = 0. Soit u une 
solution correspondant a (u,, , f  -= 0); la fonction z@(t) = so e(u(t)) dx verifie 
0 < &J(t) < z(t), Vt > 0, (2.16) 
oh z(t) est la solution de 
(dz/dt) + c.zP~~ = 0 (c constante > 0 ne dependant que de A et /3), 
z(0) := z,(O). 
(2.17) 
En particulier, dans le cas 
P(a<q u/q = (UP) - (l/4)7 (2.18) 
on deduit de (2.16) et (2.17), que toute solution u s’annule au bout d’un temps jni 
u(t) = 0 pour t > t, avec t, = c( p, ~r)(x,(O))~ -l)!Y. (2.19) 
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Exemplepour lequel ilpeut y  avoir propagation de t,vpe ondes. L’equation (I. I ), 
(1.2) (1.3), admet des solutions non nulles de la forme 
u(x, t) r= U(t - n x) avec U(X) -= 0 pour A > 0, (2.20) 
si 
a >p. (2.21) 
On peut, alors, aussi montrer l’existence de solutions g support compact. 
3. BTUDE DE L'UNICITB D'UNE SOLUTION 
3.1. Unicite’ d’une solution possedant, en plus, une certaine regularite 
PROPOSITION 2. Soient dew solutions ui (i = 1, 2) correspondant a (ugi , fJ. 
On suppose que 
$1 - fi E WO, T; W-3), (3.1) 
(dP(ui)ldt) E WO, T; &Q)), pour i = 1 3 , -* (3.2) 
On a, alors, 
j-n b%) .- B(udl’ dx G j-, U%e) - P(41’ dx + -iJt (1, [fz -fJ+ tlx) a. (3.3) 
On a la m&me inegalite’ pour les fonctions X -F A- et h - I X I. 
La demonstration consiste a multiplier l’equation obtenue par difference, par 
une fonction qui approxime sign+(u, - ul), et a integrer; le passage a la limite 
est Ioisible grace a l’hypothese (3.2). 
COROLLAIRE I. L’equation (1. l), (I .2), (I .3), n’admet, au plus, qu’une solution 
limite de solutions fortes. 
COROLLAIRE 2. Sous les hypotheses 
4%) E w4, (3.4) 
f eLl(O, T; U(Q)), df/dt EI?(O, T; Ll(.Q)), (3.5) 
toute solution u limite de solutions fortes veri$e 
I S(u(t + 4 - P(u(t))l,q,, s 4 Vh > 0, Vt E [0, T - k]. (3.6) 
LYozent deux solutions (ui) i = 1, 2 limites de solutions fortes, 
cor~e~ZG.Ya3(u .‘f-) “,? , avec 
u()&) L< u,,(x) p.p. s duns 52, 
f&, t) G f&, t) p.p. (x, t) duns Q,; 
(3.7) 
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ur(x, t) < u*(N, t) p.p. (x, t) dans 0. (3.8) 
3.2. Dtkonstration du th6ortGne I 
(i) Considerons i’equation ( I .I ), (I .2), ( I .3) pour (u,* , ft), avec 
u (,< =- U” 7 zc, 1 .L .f  - EY (3.9) 
oh w, est la solution de (I. 10) pour g =- E. 
(ii) Cette equation admet une solution forte U, . En effet, designons par 
uz une solution approchee. Grace aux hypotheses u,, E l’etfEP’(0, T; V’), on a 
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on a alors 
lkrivons, alors, 
d’apres (3.10), 
I uz j(a-2)i2 EL2+n(Q) avec 17 > 0 (d’apres (1.12): 1 < 
(3.10) 
(3.11) 




et a la limite ‘9 EL~+‘O(O, T;L’-+“o(Q)) avec q,, :> 0. (3.12) 
(iii) La proposition 2 permet de montrer que la suite ,8(uJ est une suite de 
Cauchy dans V(O, T;L.l(Q)); cette suite converge done vers un Clement /3(u), 
oh u est solution de (1. l), (1.2), (1.3), pour (u. , f), d’apres le lemme 3. 
Commentaire. Le probleme de l’unicite est lie a celui de la regularit de 
djl(u)/dt. Or la fonction dCrivCe /?‘(A) est singuliere en X = 0; p’(O) =- +a, car 
cy E ] 1, 2[. On ne peut done obtenir, comme dans le cas (Y > 2, une estimation 
sur dp(u)/dt a partir de 
r = ((d&)/dt), (du/dt)) dt < co. . 0 (3.13) 
On est amen6 a considerer les fonctions u positives dans .Q et qui verifient 
(1.12): pour de telles fonctions, de (3.13) on deduit la regularit (3.12). 
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